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Célculo II. Examen IX

Ejercicio 1 (2 puntos). Teorema de Rolle. Teorema del Valor Medio.

Teorema 0.1 (Teorema de Rolle). Sea f : [a,b] — R continua en [a.b] y derivable
en |a,b| tal que f(a) = f(b). Entonces,

Je €la,b]| f'(c) =0

Demostracion. En el caso de que f sea constante, tenemos que f'(x) = 0 Vx € [a, b],
por lo que se tiene el resultado.

Supongamos f no constante. Al ser continua en [a, b, por el Teorema de Bolzano-
Weierstrass tenemos que 3m, M € R, con m < M tal que f([a,b]) = [m, M]. Sean
c1, 02 € R tal que f(e1) =m, f(ca) = M.

» m # (f(a) = f(b)): Tenemos que ¢; €]a, b[, y es un minimo relativo, por lo que

f(c1) =0.

» M # (f(a) = f(b)): Tenemos que ¢z €la, b, y es un méximo relativo, por lo
que 7(c2) =0.

Puesto que m # M, seguro que estamos al menos ante uno de los dos casos anteriores,
por lo que 3¢ €]a, b]| f'(¢) = 0. O

Teorema 0.2 (Teorema del Valor Medio). Sea f : [a,b] — R continua en [a,b] y
derivable en |a,b|. Entonces,

e €la, b] f(b) — f(a) = f(c)(b—a)

Demostracion. Sea r(x) la recta que pasa por los puntos (a, f(a)), (b, f(b)):

Consideramos ahora la funcién h(z) = f(x) — r(x).

ha) = f(a) = r(a) = f(a) = f(a) +0 =0
h(b) = £(b) — f(a) — F(b) + f(a) = O

Como h(a) = h(b), estamos ante las condiciones de Rolle. Por tanto, Jc €la, b]

tal que:
0=H(e) = (e) ~'(e) = 1) - LB =T

Por tanto,
de €]a, ]| f(b) — fa) = f(c)(b—a)
O

Ejercicio 2 (2 puntos). Decir si son verdaderas o falsas las siguientes cuestiones,
justificando la respuesta:

1. Toda funcién concava hacia arriba es uniformemente continua.

2

Esto es falso, ya que f : R — R dada por f(z) = z° es céncava hacia arriba

pero no es uniformemente continua. Por tanto, el enunciado es falso.
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2. Si A C R es un conjunto tal que todos los puntos de A son de acumulacién de
A, f: A— R es derivable y f’ no se anula, entonces f es inyectiva.

= Opcién 1: Usando el Teorema de Rolle:

Sabemos que f es derivable en A = ANA’, por lo que también es continua
en A.

Supongamos que Jz,y € A, con x < y, tal que f(x) = f(y). Entonces,
por el Teorema de Rolle, 3¢ €]z, y[| f'(c) = 0. No obstante, esto no es
posible ya que f’ no se anula, por lo que deducimos que Az, y € A, = < v,
con f(z) = f(y).

Por tanto, f(x) = f(y) <= x =y, por lo que f es inyectiva.

Opcidén 2: Sin usar el Teorema de Rolle:

Como es derivable en A = AN A’ y como f’ no se anula, tenemos que
f es estrictamente monotona. Por tanto, dados x,y € R con =z < y,
tenemos que f(x) < f(y) o f(z) > f(y). En cualquier caso, tenemos que

r#y = flz)# fy).

Por tanto,

por lo que f es inyectiva.

Por tanto, tenemos que el enunciado es cierto.

3. Sea I un intervalo no trivial y f : I — R una funcién derivable tal que f’ tiene
un tnico cero en xg y f tiene un extremo relativo en xy. jTiene f un extremo
absoluto en x(?

El enunciado es cierto. Veamoslo.

= Suponemos que ry minimo relativo:

Es decir, Ir > 0 |Jxg — r,zo + r[C A y que, Vx €|xg — 1,20 + 7| Se tiene

que f(z) > f(xo).

Para que xy no sea minimo absoluto, es necesario que 3z, € I | f(z,) < f(xo).
Por tanto, como la funcién es continua, es necesario que exista un x; € R
entre z,, y o en el que f(z[) = f(xg). Por Rolle, tenemos que Jc # z |

f'(¢) = 0, en contradiccién con que f’ solo tiene un cero.

Por tanto, tenemos que zy es un minimo absoluto.

= Suponemos que ry maximo relativo:

Es decir, 3r > 0 ||zg — r,xo + r[C A y que, Yz €|xg — 1,20 + 7| Se tiene

que f(z) < f(xo).

Para que xy no sea maximo absoluto, es necesario que 3z, € I'| f(z) = f(x0).
Por tanto, como la funcién es continua, es necesario que exista un xj, € R
entre x,, y o en el que f(zf) = f(xg). Por Rolle, tenemos que Jc # xy |

f'(c) = 0, en contradicciéon con que f’ solo tiene un cero.

Por tanto, tenemos que zy es un maximo absoluto.

Por tanto, en ambos casos tenemos que xq es un extremo relativo.
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4. La funcién f : RT — R dada por:
f(x):/ VP + 2+ 1dt (2 € RY)
0

tiene limite en +oo.

Consideramos f;(t) = V> + 2 + 1, por lo que f(z) = [ fi(t) dt.
Sea ahora g;(t) = V/, y definamos g(z) = [ g;(t) dt.

o(z) = /0 ") dt = EML Y

3
, .2
lim g(z) = lim ~xv/z = +o0
T—00 z—00 3
Por tanto, tenemos que g(z) diverge positivamente.

Como tenemos que 0 < gr(x) < fr(z) y todas ellas son continuas por lo que
localmente integrables en RT, tenemos que:

f(x) = / fr(t) dt convergente —> g(z) = / g1(t) dt convergente
0 0

Como g(z) no es convergente, tenemos que f(z) tampoco. Por tanto, es falso.

Ejercicio 3 (2 puntos). Cada tangente a la circunferencia unidad en un punto
cualquiera del primer cuadrante corta a los dos ejes en dos puntos de la forma
(21,0) v (0,91). Halla la ecuacién de la recta tangente para que la suma 1 + y; sea
minima.

|
—
| /
[\
|
—~ \-Q
B
= =

Trabajamos en primer lugar con la ecuacion de la circunferencia. La ecuacién de
la circunferencia unidad es:

Py =1=y==+V1—2a?

Como estamos trabajando en el primer cuadrante, con valores de y > 0, tenemos

que:
fla)=vV1—22 fl(z)= A
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Como el punto P pertenece a la circunferencia, tenemos que:

fla) =v1—a?

Trabajamos ahora con la recta. Por la interpretacion geométrica, tenemos que:
a

V1 —a?

Tenemos que la recta que pasa por los dos puntos de corte es:

mtzf/(a>=—

a
—.x
V1 —a?

Como el punto P pertenece a la recta, tenemos que:

r(z) =y +mx =y, —

a2

r(a) =y — ﬁ

Usando que el punto P pertenece tanto a la circunferencia como a la recta,

f(a):r(a):>\/1—a2:y1—\/%:>1—ﬂzzy1-\/1—a2—ﬂzz>
1

— = —_—
hn T2
Por tanto, la recta queda:

(z) a 1 a 1—ax
h V1 —a? Vi—a?2 V1-—a2 V1 —a?

Para x = x;, tenemos que r(z1) = 0:

1
r(xl):0<:>1:ax1<:>x1:a

Por tanto, la funcién a minimizar es:

S5:0,1] —R

1 1
a —>S(a):yc1+y1:a+

V1 —a?

1 1 20 _ 1 a B
a?> 1—-a®> 2/1—a2 @ (1—-a)V1i—a®

—dl=(1-dVI-<=d=1-)P=d=1-d =

S'(a) = — 0 <

5 1
— a4 = - < a=

V2
2 2

Comprobemos que el punto critico es un minimo relativo.

7



Célculo II. Examen IX

» Paraa < ‘/75: S’(a) < 0 = S(a) estrictamente decreciente.
» Paraa < ‘/751 S’(a) > 0 = S(a) estrictamente creciente.

Por tanto, tenemos que a = ‘/75 es un minimo relativo. Como A es derivable y es
definida en un intervalo, como es un minimo relativo también es un minimo absoluto.

Ademas, tenemos que:

Ejercicio 4 (2 puntos). Calcula los siguientes limites:

/ arcsen(t) arctan(t)dt
1. lim #2

20 (In(1 + x))3

Como tenemos que el integrando es una funcién continua y acotada, tenemos
que es Riemman Integrable. Por tanto, se puede emplear el TFC para calcular
la derivada del numerador. Se empleara en la resolucion del limite.

/ arc sen(t) arctan(t)dt
0

. 0] rHepitar |, arcsen(z)arctan(x)
lim =|= = lim . =
z—0 (ln(l + x))3 0 z—0 3111 l(i-i-ﬂf)

I (1 4+ z) arcsen(x) arctan(z) 0| r'Hopital
= ]l1m = — =
=0 3In*(1 + 2) 0
(1+z) arctan (14z) arcsenx
Y arcsenzarctanz + ~———— + 1522
= lim
20 61n(1+x)
1+x

Aplicando que el limite de la suma es la suma de los limites, tenemos:

/ arcsen(t) arctan(t)dt
0

Ii =
w0 (In(1+ )
. (1+=x)arcsenxarctanz (1 +z)?arctanxz (14 xz)*arcsenz
= lim im im
20 61n(1 + x) #=0 6y/1 — 22In(1 +x) #-06(1 + 22)In(1 + )
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Aplicando que el limite del producto es el producto de los limites, tenemos:

/ arcsen(t) arctan(t)dt
0

i =
w0 (In(1+ )
" (1+z)arcsenx , arctanx Ly (1+2z)* ., arctanx N
= lim im im im
z—0 6 z—0 ln(l + (13) z—0 G4/1 — 12 2—0 ln(l —+ $)

., (1+=x)* ,, arcsenx
+ lim im
z—0 6(1 + xQ) z—0 ln(l + CU)

Calculo los siguientes limites:

arctan r'Hepital ., 1+
fim—— = im 5
z—0Inl+x z—01+x

. arcsenx r’'Hopital -, 1+z
lim = lim

- — - =1
20 In1 + x 20 /1 — 22

Por tanto, usando los limites calculados, tenemos que:

/ arc sen(t) arctan(t)dt
0

lim =

20 (In(1+x))3
y (1 +z)arcsenx , arctanx i (1+x)?> ., arctanx N
= lim im im im
z—0 6 z—0 ln(l + gj) =0 G4/1 — 12 z—0 ln(l + x)
., (1+x)* | arcsenz 1 1 1
| =0-14+4--1+-=--1= -
T 61+ 22) £ob In(1 + ) 5 TE T3
1
5 lim (“ﬂ)
z—0\ 2 —senzx
., (2+senw s =)
lim [ —— =lime z = e =c¢
=0\ 2 —senzx x—0

donde previamente he resuelto esta indeterminacion:

In (2+senx) 0 cos z(2—sen x)+cos z(2+sen x) cos (2—sen )4cos z(2+sen x)
) D —— L'Hoépital , 2— 2 . —
lim 2—senx — |2 or lim ( a sen ) = lim 2—senx
0 T 0 0 2tsenz z—0 2 +senx
2—senx
1 €% (2 —senx) + cos (2 + senx) i €98 (2 —senz + 2 + senx)
= lim = lim =
20 (2 +senx)(2 —senx) 20 4 — sen?(x)
) 4cosz
=lim———— =1 (1)

20 4 — sen?(z)

Ejercicio 5. Sea f : I — R de clase C"™(I), n € Ny P/ (z) su polinomio de
Taylor de grado n centrado en el punto a € I. Probar que Vx € I, x # a se cumple:

f@) = PLate) = o [ 0 = o
9
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(Indicacién: Induccién e integracién por partes)

Por el TFC, como f es de clase n+2, f"*?)(x) es continua y por tanto Riemman
Integrable en I, y por el TFC tenemos que:

/ () de = f(z) Wp<ntl

Demostramos ahora la igualdad por induccion sobre n:

s Paran=0:

Resolvemos la integral del término de la derecha.
| de= s

Por tanto, la igualdad a demostrar es:
F(o) — L) = o [FO) = f() ~ 10

Por tanto, tenemos que es cierto para n = 0.

= Supuesto cierto para n — 1, demostramos para n:

Resolvemos la integral del término de la derecha.

) )t — ut) = (z—t)"  dt)=-nlz—t)"| _
[t [0 5 S oy o S |

— O] [0 o d

Usando la hipotesis de induccion, resolvemos la integral restante:

/ P - de = [0 = 0]+ = 1! 1) - P 0] =
= @) —a) 4l [f(x) = PL (@)

Pasando el factorial dividiendo, tenemos que:

_["(a)

n!

% / @) — o) di = (= a)" + | f(@) = PLyo(a)]

No obstante, tenemos que el término n—ésimo del polinomio de Taylor en
cuestién, por lo que tenemos:

. / ") — 0 dt = f(x) — Py ()

Por tanto, lo tenemos demostrado para n.
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